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自自自由由由粒粒粒子子子ののの運運運動動動量量量とととエエエネネネルルルギギギーーー

解析力学の重要な原理は，物体はその座標と速度の関数であるラグランジアン L の時間についての積

分，すなわち作用：

S =
ˆ t2

t1

Ldt 〨〱〩

を最小にする軌跡を描くというものである（最小作用の原理）．この原理に基づけば，L は ぅふ〭

ぬづひ〕がちでひちのでづ 方程式：

∂L

∂r
− d

dt
∂L

∂v
= 0 〨〲〩

を満たさなければならない．ここで r = (x, y, z) である．そして，この式が ぎづぷぴはの の運動方程式と等価

になるような L として，

L =
1
2
m |v|2 − V 〨〳〩

が見出された．

相対論においても，この最小作用の原理が成り立つとする．この仮定のもとに，【自由粒子についての】

相対論的な作用積分を考えよう．相対論では力学の法則は異なる慣性系の間で同じ，すなわち がはひづのぴぺ

不変でなければならない．がはひづのぴぺ 変換は座標変換であり，座標変換しても変わらない量はスカラー量で

ある（【スカラー量とは，座標変換しても値の変わらない量のことである】 と定義されている）ので，相

対論的な作用 S は がはひづのぴぺ 不変なスカラー量の積分となるはずである．ところで，自由粒子が有する

がはひづのぴぺ 不変なスカラー量は任意の事象間の世界線の間隔あるいはそれを定数倍したものである．した

がって，自由粒子の作用積分は：

S = −α
ˆ b

a

ds 〨〴〩

ここで a，b は事象を表す．α は適当な定数である．なお負号は，世界線の長さには最大値があるが最小

値がないこと（きどのにはぷびにど 空間においては 〲 点間を結ぶ線分は直線のときに最大の長さを持ち，その線

分を曲げることによりいくらでも長さを短くすることができる）から，こが最小値を取ることができるよ

うに導入したものである．

この S は がはひづのぴぺ 不変であるため，特定の座標系のものに書き換えても値は変化せず，議論に影響は

〱



〲

ない．そこで，ある座標系 (x, y, z, t) における世界線の長さの 〲 乗の式：

(ds)2 = c2 (dt)2 − (dx)2 − (dy)2 − (dz)2 〨〵〩

を変形し，物体の速度を v として得られる

ds = c

√
1− |v|

2

c2
dt 〨〶〩

を用いて式 〨〴〩 を書き換えると，

S = −αc
ˆ t2

t1

√
1− |v|

2

c2
dt 〨〷〩

となる．したがって，この座標系における がちでひちのでどちの は

L = −αc

√
1− |v|

2

c2
〨〸〩

となる．

この α を決めよう．そのために，運動量は非相対論的極限 |v| /c → 0 においてぎづぷぴはの 力学の運動量

p = mv に近づく必要があることを使う．運動量は定義より

p =
∂L

∂v
〨〹〩

=
α

v

c√
1− |v|

2

c2

〨〱〰〩

となる．式 〨〱〰〩 を展開して，

p = α
v

c

(
1 +

1
2
|v|2

c2
+ · · ·

)
〨〱〱〩

この中で，括弧内の |v| /c の 〲 次以上の項を無視することにより，α = mc と決まる．これを式 〨〱〰〩 に

代入して，

p =
mv√

1− |v|
2

c2

〨〱〲〩

= γmv 〨〱〳〩

となる．また，がちでひちのでどちの は式 〨〸〩 より，

L = −mc
2

γ
〨〱〴〩



〳

となる．

エネルギーについては，一般化座標で表した粒子の えちねどぬぴはのどちの が

H =
∑

i

piq̇i − L 〨〱〵〩

であることから，これを いづびっちひぴづび 座標のベクトルで表して，式 〨〱〴〩 を用いることにより，

H = p · v − L

= γm |v|2 +
mc2

γ

= γm

(
|v|2 +

c2

γ2

)
= γmc2 〨〱〶〩

が導かれる．これが v の速度で運動する粒子のエネルギーである．

式 〨〱〴〩 を ぅふぬづひ〕がちでひちのでづ 方程式（式 〨〲〩）に代入して，

d
dt
∂L

∂v

−mc2
√

1− |v|
2

c2

 = 0 〨〱〷〩

すなわち，

dp

dt
= 0 〨〱〸〩

となり，これは慣性の法則を表すことになる．

以上は自由粒子についての相対論的力学の基本であるが，ポテンシャルの場に置かれた場合は次の 【相

対性理論入門 〴】 で論じる．
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